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Estimacién por MCO del modelo lineal simple

Tenemos el modelo lineal con 2 variables

Yi=a+ 6Xi + ui i=1,..n
Y el objetivo es estimar « 'y /3 a partir de (Y;, X;) i =1,...n.
Recordemos notacién y definiciones:
@ &y /3 son los estimadores de o y 3
o Yi=a+ 3X- es la versién estimada de Y;

o e=Y— Y=Y —(a+[X) es el error de estimacion
(residuo)
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Repaso

Cada posible valor que asignemos a & y /3 define una recta en el
plano (Y, X)

XJ xs’,
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Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO)

Criterio de MCO: elegir & y 3 de manera de minimizar la Suma de
los Residuos al Cuadrado (SRC).
Formalmente:

Min, 5 SRC(&,8) =Y e =D [Yi— (a+BX)P
i=1 i=1

W 5o
CPO :
(2) #x=0
Solucién:
_ . N Zn:X,'Y,'—n\_/)_( R Zn:x,'y,'
Ba=V-AXy@ 3= ow)B="5
> X2—nX?2 >ox?
i=1 i=1
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Propiedades algebraicas

o
2]
o

o

Y16 =0

Sr,eXi=0 (= Cov(X,e)=0)

Y(X) =Y (la recta de regresién pasa por las medias
muestrales)

B = ry xSv/sx (relacién entre el coeficiente de regresion y el
de correlacién)

V=YV (la media de las estimaciones de Y coincide con Y)
B = dSwiY (BA es una funcién lineal de las Y;, donde w;
dependen anicamente de las Xj)

ry . = 0 (la correlacién entre las estimaciones de Yy los
residuos es nula)
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regresion estimada por MCO
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Bondad del ajuste

@ Vimos que cuando se estima por MCO es valida la siguiente
descomposicién:

2= ¥P = D (V=Y o+ )
i=1 i=1 i=1

——

STC = SEC + SRC

STC: Suma Total de Cuadrados, SEC: Suma Explicada de Cuadrados,
SRC: Suma de los Residuos al Cuadrado.

@ Definimos la medida de bondad del ajuste R? como:
» SEC 1 SRC
- STC STC
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94 % de la variabilidad muestral de Y esta explicada por el modelo
lineal en X
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35% de la variabilidad muestral de Y esta explicada por el modelo
lineal en X

Mariana Marchionni - FCE - UNLP MCO bajo los supuestos clasicos 10 /56



El modelo lineal clasico

El modelo lineal clasico

Adoptaremos algunos supuestos llamados “supuestos clasicos”
e Linealidad: Y=o+ X;+pi, i=1,...n
e Esperanza nula de p;: E[u;] =0, i=1,...,n.
e Homocedasticidad de ji;: V[uj] = cte. =02, i=1,...,n.
o No correlacién serial de 1;: Cov|[uj, pj] =0, Vi # j.

@ X; no aleatorias: las X; son deterministicas o “fijas en
muestreos repetidos”.

@ X; no pueden ser todas iguales: los valores de X;, i =1,...n
no pueden ser todos iguales (no multicolinealidad perfecta).

Algunos de estos supuestos pueden no ser realistas. Levantaremos

la mayoria a lo largo del curso.
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El modelo lineal clasico

Linealidad

@ Nuestro modelo:
Yi=a+6Xi+pi, i=1,...n

@ Lo importante es la linealidad en los parametros o y 3.
iPor qué?

@ Vimos algunos modelos no lineales en las variables pero que
son lineales en los parametros:
e log-log: InY; = a+ BInX; + i
e semi-log: InY; = a+ BX; + u;
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El modelo lineal clasico

Esperanza nula

E[u]=0,i=1,...n

@ Esto implica que, tomando a las X; como fijas,
E[Y]=a+8X, i=1,..n

@ En promedio, la relacion entre Y y X es lineal y exacta
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El modelo lineal clasico

Homocedasticidad

VIpi] = Vigil, Vi#j

V[p) =cte. = 0% i=1,...n
@ jQué mide la varianza de una variable con media nula?

@ Intuitivamente: para todas las observaciones, la relacién entre
Y y X esta “igual de cerca” de una relacién lineal

@ Si la varianza no es constante decimos que hay
heterocedasticidad

o Notar: si E[u;] =0y V[u] = 0? = E[u?] = 02
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El modelo lineal clasico

No correlacién serial (o no autocorrelacion)

COV[/J,',MJ] = 0, Vi #j

@ Es una forma débil de independencia entre los términos
aleatorios de distintas observaciones

e Notar que si E[uj] =0y Cov[ui,pj] =0 = Ef[pinj] =0

e ;Cuanto vale Cov[u;, uj] para i = j?
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El modelo lineal clasico

X no aleatoria

e Tratamos a las X; como nameros fijos (fijas en muestreos
repetidos).

o Tiene sentido en un contexto experimental, donde el investigador
decide cuanto valen las X; y luego mide Y;.

o Ademas, el experimento se puede repetir usando los mismos valores
de las X;.

@ No es lo mas comin en las ciencias sociales.

o Los datos usualmente no surgen de experimentos sino de la

observacién del comportamiento de personas.
@ Uso de experimentos en Economia

@ Se asigna un “tratamiento” a un grupo y se monitorea a otro grupo
llamado “control”, que no recibe el tratamiento.

o Esto permite estimar el efecto causal de una intervencién o
tratamiento en algin resultado de interés.

@ El Premio Nobel de Economia 2019 fue para Banerjee, Duflo y
Kremer por sus contribuciones al estudio del desarrollo econémico y
del combate a la pobreza con estas herramientas. Ver esta entrada
en el Blog del CEDLAS.
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El modelo lineal clasico

Las X; no pueden ser todas iguales (no multicolinealidad
perfecta)

@ En el modelo lineal con 2 variables, este supuesto requiere que
la variable X no tenga el mismo valor para todas las
observaciones.

@ En otras palabras: X;, i =1,...n no son todas iguales

o jPor qué?
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El modelo lineal clasico

Si todas las X; son iguales
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El modelo lineal clasico

Si todas las X; son iguales

Mariana Marchionni - FCE - UNLP MCO bajo los supuestos clasicos



El modelo lineal clasico

Si todas las X; son iguales
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El modelo lineal clasico

Si todas las X; son iguales
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El modelo lineal clasico

Si todas las X; son iguales
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El modelo lineal clasico

Entonces, jpor qué las X; no pueden ser todas iguales?

@ Una respuesta mas formal: si las X; son todas iguales, las
condiciones de primer orden del problema de MCO son
linealmente dependientes = 3 una tnica solucién. Probarlo.

@ jlIntuicién? Estimar 8 implica que le estamos preguntando a
los datos cuanto cambia E[Y] cuando cambia X. Si las X; no
varian en la muestra, los datos no pueden responder esa
pregunta.
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El modelo lineal clasico

Recapitulando... el modelo lineal clasico

Q E[u]=0,i=1,..,n.
Q V[u]=02 i=1,..n.

© Covlui,pj] =0, i #j.

@ Las X; no son aleatorias y no son todas iguales

Notar: en el modelo lineal clasico (con 2 variables) los
parametros desconocidos son «, 3y o?
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Propiedades estadisticas de los estimadores

Rol de los supuestos clasicos

@ Ya sabemos que los estimadores minimo cuadraticos & y /3 son
“buenos” en el sentido que minimizan la SRC

@ En la derivacion de los estimadores MCO de la clase pasada
nunca recurrimos a los supuestos clasicos

@ Entonces, jpara qué hacemos los supuestos clasicos?

@ Vamos a explorar si los estimadores MCO son buenos en algin
otro sentido, ahora si basandonos en los supuestos clasicos

@ Nuevas propiedades: insesgadez, varianza minima, etc.

@ Nos concentramos en 3. Los resultados para & seran cubiertos
en los practicos.
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Propiedades estadisticas de los estimadores

Primero, recordemos una de las propiedades algebraicas

e En la propiedad algebraica Nro. 6 vimos que 3 es una
funcién lineal de las Y}, es decir, que puede escribirse

8= Zwiyi

donde w; dependen Gnicamente de las X;. Ademas, con el
supuesto 4 tenemos que w; son nameros (no aleatorias).

@ En este sentido decimos que 5 es un estimador lineal.

@ Repasemos la demostracion (ver cap. 1.4 de notas de clase)
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Propiedades estadisticas de los estimadores

B es un estimador lineal, es decir, /3 = 0 G

Demostracién: Comenzaremos escribiendo a 3 como sigue:

Py X )
E’:E(E:‘?)y‘

y definamos w; = x;/ ¥, x?. Notar que:

Yu=Y(-X)=)YX-nX=0
lo que implica ¥ w; = 0. Del resultado anterior:
B Ew.‘y;'
= Y wi(Yi-Y)
YwYi-YY w
Y wY;

@ Intuitivamente poco interesante, analiticamente conveniente
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Propiedades estadisticas de los estimadores

Las propiedades estadisticas

1. Insesgadez: E[B] = 3, es decir, 3 es un estimador insesgado del
parametro 3

@ Ver demostracién en cap. 1.6 de notas de clase.
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Propiedades estadisticas de los estimadores

= B es un estimador insesgado, esto es: E(f) = 8

Demaostracion:

B = wa}{.‘
E(B)

Y wiE(y;)  (los w, son no estocasticos)
Y wixip

= BY wix

BY x7/(Y D)

B

@ ;Qué supuestos usamos en esta demostracién?

@ ;Qué pasa con la propiedad de insesgadez si levantamos el
supuesto de homocedasticidad?

@ Intuitivamente: jqué quiere decir que un estimador sea
insesgado?
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Propiedades estadisticas de los estimadores

Insesgadez: intuicion

@ Supongamos que el verdadero modelo es Y; = 2 +5X; + p;
e a=2yp=5
o recta de regresion verdadera: E[Y;] =2+ 5X;

@ Vamos a actuar como si no conociéramos los verdaderos

valores de los parametros:

e tomamos una muestra de n observaciones
e estimamos a y 8 por MCO

e Primera iteracidn. Con la realizacién de la muestra (datos)
obtenemos una estimacién: a; y by

o Notar que a; y by son nameros, no son aleatorios
o Seguramente a3 # 2y by # 5. jPor qué?
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Propiedades estadisticas de los estimadores

Insesgadez: intuicion

@ Repetimos el ejercicio J veces: cada vez obtenemos una nueva
muestra de n observaciones de la misma poblacién y volvemos
a estimar
e En la segunda iteracién obtenemos otra estimacién de los
parametros: a y by
e En la tercera iteracién obtenemos los valores az y b3

o ...
e En la J-ésima iteracién obtenemos a; y b,
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Propiedades estadisticas de los estimadores

Insesgadez: intuicion

’ # iteracion | realizacion de & | realizacién de 3 ‘

1 a by
2 ar by
3 as b3
J ay by
220/ a b

@ Si J es lo suficientemente grande el promedio de los valores estimados
coincide con el valor esperado del estimador (LGN).

@ Y como los estimadores son insesgados bajo los supuestos clasicos, el
valor esperado del estimador coincide con el verdadero valor del parametro
° 3= E[éAz] =a=2
e b=E[f]=8=5
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Propiedades estadisticas de los estimadores

Insesgadez: intuicion

@ Interpretacién: si usamos un estimador insesgado y pudiésemos
repetir el experimento muchas veces obtendriamos el
verdadero valor del parametro.

@ Si usamos un estimador insesgado esperamos obtener el
verdadero valor del parametro
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Propiedades estadisticas de los estimadores

Las propiedades estadisticas

2 VIBS e

@ Ver demostracion en cap. 1.6 de las notas de clase

@ jQué supuestos usamos para la prueba?
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Propiedades estadisticas de los estimadores

; Qué mide V[A]?

e Si j es insesgado, V[BA] mide la dispersién del estimador
alrededor del verdadero 3

e Cuanto menor sea V[3], mas eficiente es el estimador /3
o ;De qué depende la magnitud de V[B]?
2 2
A o o
V = — = ——
7] > x? nV[X]
o depende de la dispersién del término aleatorio (o2)
o de la cantidad de observaciones (n)

o de la variabilidad de X (es decir, de V(X))

e que X tenga poca variabilidad muestral tiene el mismo efecto
que tener pocas observaciones
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Propiedades estadisticas de los estimadores

Las propiedades estadisticas

3. Teorema de Gauss-Markov (TGM): si los supuestos clasicos se
cumplen, (3 tiene la menor varianza entre todos los estimadores
lineales e insesgados de f.

@ En el modelo lineal clasico, los estimadores MCO son los Mejores
Estimadores Lineales e Insesgados (MELI)

@ “Mejores” en el sentido de “mas eficientes” dentro del grupo de
estimadores lineales e insesgados

@ Entonces, jlos estimadores MCO son buenos?

@ Los supuestos clasicos son condiciones necesarias y suficientes del TGM:

o suficientes: basta que se cumplan para que saber que los
estimadores MCO son MELI.

@ necesarios: con que solo uno de los supuestos no se cumpla, los
estimadores MCO ya no seran los MELI.
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Inferencia

Inferencia en el modelo lineal clasico con 2 variables

Consideremos el modelo Y; = a + B8X; + i, i=1,...n

@ Sabemos cémo producir estimaciones puntuales de o y 8

@ ;Qué podemos hacer si quisiéramos evaluar la veracidad de
una hipétesis como 3 = 07 (test de hipétesis)

@ Necesitamos asociar alguna medida de confianza a la
estimacién puntual
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Inferencia

Test de hipétesis

Hipotesis: una conjetura acerca de un parametro desconocido

Por ejemplo: Hy: B =0
@ Puede ser cierta o falsa

Si pudiéramos observar § no hay problema

iY si no conocemos 37 No sabemos realmente

Pero esperamos poder conocer algo acerca de si Hy es cierta o
falsa
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Inferencia

Supongamos que estamos interesados en distinguir entre
Ho: =0y Ha: B #0, pero sin observar 3.

@ Podemos usar (8
@ [ es una variable aleatoria. jPor qué?

e Como las realizaciones de /3 pueden tomar cualquier valor
tanto bajo Hy como bajo Ha, no podemos resolver nuestro
problema observando los valores que toma 3 para una muestra
particular.

Mariana Marchionni - FCE - UNLP MCO bajo los supuestos clasicos



Inferencia

Supongamos que /3 es un “buen” estimador

Si Hyp : 8 = 0 es cierta, entonces, aunque 3 pueda tomar
cualquier valor, esperamos que tome valores “cercanos”’ a cero.
iPor qué?

Con esta légica, podemos sospechar que Hy es falsa si 5 toma
valores “lejanos” de cero: rechazamos Hy.

Problema: jcémo definimos qué valores estan “cerca” y qué
valores estan “lejos” del cero?

Mariana Marchionni - FCE - UNLP MCO bajo los supuestos clasicos 40 /56



Inferencia

o A fines de definir qué valores de 3 estan “cerca”’ y qué valores
estan “lejos” del cero en el caso de que Hy fuera cierta,
necesitamos conocer la distribucién de 3 (distribucion de 3
bajo Ho)

o A partir de las propiedades de 3 bajo los supuestos clasicos,
sabemos que si Hy : 3 = 0 entonces E[(] = 0. ;Por qué?
También sabemos su varianza.

@ Pero no tenemos informacién suficiente para conocer toda la
distribucion de 5 bajo Hp

e ;Dénde conseguimos esa informacion?
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Inferencia

Nuevo supuesto: normalidad del término aleatorio

i~ N(O, 02)

o Con este nuevo supuesto, tanto Y;, i = 1, ..., n, como /3 (y
también &) son variables aleatorias con distribucién normal.
i Por qué?
e Recordar que cualquier funcién lineal de una variable normal es
también normal
e Y que el modelo de Y; viene dado por: Y; = a+ 8X; + u;

o Y que 3 se puede escribir como 3 = SwiY;
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Inferencia

Entonces, con los supuestos clasicos mas el supuesto de
normalidad tenemos:

B~ N(B.o? Y )
@ De manera que cuando es cierta Hy : 5 =0, se cumple:

B~ N(O,0%/ 3 5)

También se cumple:

B—0
NCTDIP

Cuando S es “chico”, z es “chico”

z ~ N(0,1)
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Inferencia

Distribucién de /3

N(B,V(B_hat))

T T p_Fa
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Inferencia

Distribucion de z (estandarizacion de 3)

4 N(D.1)
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Inferencia

@ Regla de decision para el test de hipétesis:
aceptamos Hy si la realizacion de 5 esta cerca del valor
que postula esa hipétesis nula.

e Para definir “cercano” elegimos una constante ¢ € (0, 1) tal
que:

Prl-zz<z<z]=1-c

o Notar: la eleccién de ¢ determina los valores —zc y zc.

@ Si el valor de z (estandarizacién de [3) esta entre los limites
—Zc Y Ze, concluimos que [ estd "cerca" de lo que postula Hy

y aceptamos esa hipétesis.
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Inferencia

z~N(0,1)
Prizc<z=<z)=1-¢c

c: nivel de significatividad

Rechazo Ho
e Rechazo Ho
Z T 0 Zc T z
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Inferencia

@ La region de aceptacion de Hy en términos de z esta dada por:
Prl[rze<z<z|]=1-¢

@ Reemplazando z por su definicién:

P{—4<¢;U§){>§B§4<V;W§:ﬁ)]=1—c

@ Entonces la region de aceptacién de Hy viene dada por los
valores de 3 en el intervalo:

Oik(v§y§:ﬁ>
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Inferencia

A

Aceptamos Hy si 3 “cae” en ese intervalo. En caso contrario,
rechazamos Hy

Notar: elegimos ¢ de antemano.

c es la probabilidad de rechazar una Hy cuando es cierta (error
tipo 1) y se conoce como el nivel de significatividad del test.

Al elegir de antemano el nivel de significatividad del test,
estamos resignandonos a cometer el error tipo | un ¢ x 100%
de las veces. jPor qué aceptamos cometer errores tipo |7

Dado ¢, z. puede obtenerse de una tabla de percentiles de la
distribucion normal estandar

Luego las zonas de aceptacion y rechazo se computan usando

0+ 2z (,/02/2&-2)

Problema: o2

no se observal
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Inferencia

e Estimador insesgado de o2
52 — Z e‘1'2
n—2

@ Resultado: bajo todos los supuestos, si Hy : 3 = 0 es cierta,
entonces

A

; p

donde T,_» es la distribicion T de Student con n — 2 grados de
libertad
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Inferencia

PN

B
NG

@ t es z pero reemplazando o2 por 52

..,
Il

@ Ahora todo puede ser computado con los datos disponibles
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t~Thz
Pritel<t)=1c

c: nivel de significatividad

Rechazo Ho
—_— ——

Rechazo Ho
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@ Hasta ahora vimos el caso particular: Hp : 5 =0 vs.
Ha: B#0

@ Caso general: Hy: 8= 0y vs. Ha: B # B

@ Ejemplo: supongamos que en el modelo Y; = o+ 8X; + pj,
donde Y es el consumo agregado y X es el ingreso disponible,

queremos evaluar si la propensién marginal a consumir es igual
a 1. Para eso postulamos Hy : B =1
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@ Entonces, bajo todos los supuestos y cuando es cierta
Hy : 8 = 0y, se cumple:

BAN N(ﬁ[)vaz/zxiz)

@ Que estandarizando resulta:

A

B — Bo
NETT:

@ Y si reemplazamos por el estimador de o tenemos:

z

~ N(0,1)

B~ B

t=—F———=n~1Ip2

VS K
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B~ B T,
NI

@ En la practica, reemplazamos Sy por cualquier valor que nos
interese

.—+
Il

@ En general, el estadistico t es la versién estimada de Hp,
dividida por la raiz cuadrada de la varianza estimada.
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Bibliografia para esta clase

@ Notas de Clase, Capitulo 1.
e Wooldridge, Capitulo 2.

Mariana Marchionni - FCE - UNLP MCO bajo los supuestos clasicos 56 /56



	Repaso
	El modelo lineal clásico
	Propiedades estadísticas de los estimadores
	Inferencia



